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Как самостоятельная математическая дисциплина функциональ-
ный анализ оформился в начале 20 века в результате переосмысле-
ния и обобщения ряда понятий математического анализа, алгебры и 
геометрии. Датой рождения функционального анализа считается 
1932 год, когда вышла в свет основополагающая монография Стефа-
на Банаха «Теория линейных операций». За последующие десятиле-
тия функциональный анализ глубоко проник почти во все области 
математики. Основой для широких приложений функционального 
анализа является то, что большинство задач, возникающих в матема-
тике и математической физике, касается не отдельных объектов типа 
функций, мер или уравнений, а, скорее, обширных классов таких 
объектов, причём на этих классах обычно существует естественная 
структура векторного пространства и естественная топология. Среди 
областей применения функционального анализа можно указать тео-
рию функций, теорию дифференциальных и интегральных уравне-
ний, теорию вероятностей, методы вычислений, квантовую механи-
ку, математическую экономику и ряд других разделов математики, 
физики и естествознания. 
Данное практическое пособие разработано в соответствии с тре-
бованиями государственного стандарта подготовки специалистов 
специальностей «Математика», «Прикладная математика», «Эконо-
мическая кибернетика» и имеет своей целью помочь студентам                    
в овладении практическими навыками решения задач по четырём ос-
новным разделам курса «Функциональный анализ и интегральные 
уравнения»: гильбертово пространство, сопряженные операторы                 
в гильбертовом пространстве, интегральные уравнения и теоремы 
Фредгольма, ряды Фурье. 
Согласно учебному плану подготовки специалистов по каждому из 
этих разделов студент должен самостоятельно выполнить лаборатор-
ную работу. Помочь ему успешно справиться с этой задачей, учитывая 
недостаточную обеспеченность учебными пособиями и отсутствием 
сборников задач с подробным решением вводных задач («решебни-
ков»), – цель, которую ставили перед собой авторы данного пособия. 
Практическое пособие имеет следующую структуру.   
Весь материал охватывает 4 темы, каждая из которых посвящена 
изучению целостного раздела курса и содержит перечень понятий            
и теорем, которыми необходимо овладеть для усвоения; приводятся 
типичные задачи, снабжённые подробными решениями.  
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Мы надеемся, что они будут использованы студентами для само-
проверки готовности к выполнению текущей лабораторной работы.  
Процесс овладения студентом – математиком практическими 
навыками решения задач по функциональному анализу состоит из 
следующих основных этапов: 
1) самостоятельная работа над учебником и учебными пособиями; 
2) посещение и проработка установочных и обзорных лекций; 
3) работа на практических и лабораторных занятиях; 
4) выполнение лабораторной работы; 
5) сдача зачётов и экзаменов.  
При этом основными в этом процессе являются 1 и 4-й этапы. Хо-
чется думать, что данное пособие поможет студентам как в самостоя-
тельной работе над учебником и учебными пособиями, так и в овла-
дении практическими навыками решения задач данных разделов кур-
са «Функциональный анализ и интегральные уравнения». Наличие 
подробных решений наиболее важных для усвоения теоретического 
материала задач, на наш взгляд, будет способствовать активизации 
самостоятельной работы студентов и успешному выполнению ими 
лабораторных заданий по каждой теме.  
В заключение заметим, что в конце каждой темы приведены вари-
анты заданий по теме, которые можно использовать как для проведе-
ния самостоятельных и контрольных работ, так и для формирования 
индивидуальной лабораторной работы для студентов стационара                





Основные понятия и теоремы 
 
Определение 1. Будем говорить, что на векторном пространстве H 
(над полем K = R или C) задано скалярное произведение, если задано 
отображение ω : KHH →× (далее вместо ( )yx,ω  пишем просто ( )yx, ), 
удовлетворяющее следующим аксиомам: 
1) ( ) ( ) ;00,,0, =⇔=≥ xxxxx   
2) ( ) ( ) ( ) ( ) ( );,,,;,, 2121 yxyxyxxyxyx +=+λ=λ  
3) ( ) ( )xyyx ,, = . 
Определение 2. Векторное пространство со скалярным произведе-
нием называется предгильбертовым пространством. Нормой элемен-
та x предгильбертова пространства называется число ( )xxx ,= . 
Определение 3. Предгильбертово пространство, полное относи-
тельно указанной нормы, называется гильбертовым. 
В дальнейшем E – предгильбертово пространство. 
Определение 4. Вектор x ∈ E называется ортогональным множе-
ству M⊂E, если ( ) 0, =yx  при всех y ∈ M. Множество векторов, орто-
гональных M, называется его ортогональным дополнением и обо-
значается M ⊥ . 
Определение 5. Система векторов ( ) Ex ⊂α  называется ортого-
нальной, если ( )βα xx ,  = 0 при β≠α . Если, кроме того, 1|| x ||α =  при 
всех α , то эта система называется ортонормированной. 
Определение 6. Система векторов ( ) Ex ⊂α  называется полной, ес-
ли ее линейная оболочка плотна в E. 
Следующее понятие является одним из важнейших в теории пред-
гильбертовых пространств. 
Определение 7. Полная ортогональная система векторов простран-
ства E называется ортогональным базисом этого пространства. Если 
ортогональный базис нормирован, то он называется ортонормиро-
ванным базисом.  
Определение 8. Пусть ( )nϕ  – счетная ортонормированная система 
векторов в E. Для любого f ∈ E числа ( ),n nf f= ϕ

 называются коэф-






 – рядом Фурье элемента  f  по этой системе. 
Теорема 1. Пусть ( )nϕ  – счетная ортонормированная система             
в гильбертовом пространстве H. Следующие утверждения равно-
сильны: 
1) ( )nϕ  – ортогональный базис в H; 
2) любой элемент Hf ∈  является суммой своего ряда Фурье по 
системе ( )nϕ ; 
3) если ( ) 0, =ϕnf  для любого n, то 0=f ; 















1. Проверить аксиомы скалярного произведения для функции 





задания L ( )yx,ω  







 1  
1.2 C(1)[a,b] ( ) ( ) ( ) ( )( )dttytxtytx
b
a
∫ + ''  
1.3 C[a,b] ( ) ( )dttytxe
b
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функций на R 
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dsdttsytstx ,,  
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Окончание таблицы 1.1 
 
Номер 
задания L ( )yx,ω  
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Образец решения и оформления задачи 1.14 
Сходимость интеграла, определяющего ),,( yxω  вытекает из нера-
венства 








st dsdtetsydsdtetsxdsdtetsytsx  
являющегося частным случаем общего неравенства Коши-
Буняковского в пространствах ).,(2 µXL  Остальные свойства скаляр-
ного произведения проверяются непосредственно (упражнение). 
 
2. Докажите, что в гильбертовом пространстве Н над полем К 







1 yxzyxyzxz +−+−=−+−  
(тождество Аполлония); 
2.2 2yx − + yx + 2 = 2( )22 yx +  (тождество параллелограмма); 
2.3 ( ) ( )22222
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, если , , , 1, ;⊥ ≠ = k lx x k l k l n  














eyexyx , K = С; 
2.6 ( ) )(
2
1, 22 yxyxyx −−+= , K = R; 
2.7 Равенство 
222 yxyx +=+  выполняется тогда и только тогда, 
когда x ортогонально y; 
2.8 Если в банаховом пространстве X над C выполняется тождество 
параллелограмма (см. задачу 2.2), то равенство задачи 2.3 задает                       
в X скалярное произведение; 
2.9 Если в банаховом пространстве X над R выполняется тожде-
ство параллелограмма (см. задачу 2.2), то равенство задачи 2.6 задает 
в X скалярное произведение; 
2.10 Если ,yx ⊥ то ∈λ∀+λ≤ yxy С, K = C; 
2.11 Равенство 222 yxyx µ+λ=µ+λ  справедливо для всех ,λ µ∈С 
тогда и только тогда, когда yx ⊥ , K = C; 




то ряд       
∑
n
nx  сходится (используйте утверждение задачи 2.4); 
2.13 Если ( )ne  – ортонормированная система в H, и ряд ∑λ
n
nne схо-
дится )( K∈λ , то ∑ ∞<λ
n
n
2|| (используйте утверждение задачи 2.4); 









1, Kdeyexyx ii  C. 
 
Образец решения и оформления задачи 2.14 
Так как ( )xxx ,2 = , то, используя свойства скалярного произведе-
ния, имеем  
( ) ( ) ( ) .,,, 222 yxyeyxexyexyexyex iiiii +++=++=+ ϕϕ−ϕϕϕ  
Поэтому  




















1 yxdexyyxdeyxdeyex iiii . 
 
3. Докажите, что в нормированном пространстве X нельзя ввести 






задания X  
Номер 
задания X  
3.1 C([0,1]) 3.8 C([0,1]2) 
3.2 1l  3.9 C(2)[0,1] 
3.3 C(1)[0,1] 3.10 BC(R) 
3.4 ∞l  3.11 L3[0,1] 
3.5 L1([0,1]) 3.12 L1([0,1]2) 
3.6 0c  3.13 5l  
3.7 3l  3.14 0c  
 
Образец решения и оформления задачи 3.14 
Если норма согласована со скалярным произведением                                  
(т. е. ( )xxx ,2 = ), то имеет место тождество параллелограмма  
( )2222 2 yxyxyx +=++− . 
Поэтому достаточно указать два вектора cyx ∈, , для которых это 
равенство не имеет места. Легко видеть, что этому требованию удо-
влетворяют векторы x = (1,0,0,...), y = (0,1,0,...).  
 
4. Вычислите угол между векторами x, y: а) в пространстве H1,        
б) в пространстве H2 (таблица 1.3). 




задания x y 1H  2H  
4.1 t3sin  t5cos  L2[-π,π]  
4.2 t t2 L2[0,1]  
4.3 te−  te 2−  L2[-1,1]  
4.4 tπsin  tsin  L2[0,1]  
4.5 t tcos  L2[0,1]  
4.6 t2 tsin  L2[0,π]  
4.7 tπsin  tπcos  L2[-1,1]  
4.8 te  t см. зад. 1.2 см. зад. 1.3 










1,1  ( ),...0,1,0  2l  см. зад. 1.5 
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     Окончание таблицы 1.3 
 
Номер 
задания x y 1H  2H  
4.11 ( ),...,, 21 −− eee  ( ),...0,0,1  2l  см. зад. 1.6 
4.12 t t2 L2[0,1] см. зад. 1.2 
4.13 1 t3 L2[0,1] см. зад. 1.9 
4.14 t 1 L2[-1,1] L2[0,1] 
 
Образец решения и оформления задачи 4.14 
Величина угла ϕ  между векторами в гильбертовом пространстве 







В случае пространства H1 имеем ,0cos =ϕ  так как ( )
1
1
, 1 0.x y tdt
−
= ⋅ =∫  





1 1, , ; 1 1.
2 3
x y tdt x t dt y dt= = = = = =∫ ∫ ∫  Следовательно, 
).32/1arccos(;32/1cos =ϕ=ϕ   
 
5.  Проверьте, что система векторов ( )nϕ  является ортогональным 
базисом пространства H (таблица 1.4).  
      
Таблица 1.4 
         
Номер 
задания H nϕ  
5.1 см. зад. 1.1 
ne , где Nn∈  
5.2 
2l  ne , где Nn∈  
5.3 см. зад. 1.5 
ne , где Nn∈  
5.4 см. зад. 1.6 
ne , где Nn∈  
5.5 см. зад. 1.8 
ne , где Nn∈  
5.6 см. зад. 1.13 
nf , где Nn∈  
5.7 L2[0,1] ntie π2 , где Nn∈  
5.8 L2[0,1] ntπsin , где Nn∈  
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H nϕ  
5.9 L2[0,1] ntπcos , где Nn∈  
5.10 L2[0,π] ntsin , где Nn∈  
5.11 L2[0,π] ntie2 , где Nn∈  
5.12 L2[-π,π] inte , где Nn∈  
5.13 L2[0,2π] inte , где Nn∈  
5.14 L2[-1,1] 1, ntπcos , ntπsin   
 
Мы полагаем еn = (0,…,1n ,0,…), fn = (0,…,0,1n ,0,…). 
 
Образец решения и оформления задачи 5.14  
Ортогональность этой системы проверяется прямым вычислением. 
Например, 


















Для доказательства полноты воспользуемся теоремой Вейер-
штрасса, согласно которой любая непрерывная 2π-периодическая 
функция есть предел равномерно сходящейся последовательности                    
2π-периодических тригонометрических полиномов, т. е. линейных 
комбинаций элементов рассматриваемой системы. Таким образом, 
линейная оболочка этой системы плотна в пространстве С0[-1,1] 
непрерывных на отрезке [-1,1] функций, принимающих на концах 
этого отрезка одинаковые значения. В свою очередь, последнее 
пространство плотно в L2[-1,1], что и завершает доказательство. 
 
6.  Для данного подмножества M гильбертова пространства H  
найдите ортогональное дополнение M⊥ (таблица 1.5). 
 
Таблица 1.5   
 
Номер 
задания H M 
6.1 L2[-1,1] ( ){ }0,0: <= ttxx  
6.2 L2[0,∞] ( ){ }1,0: >= ttxx  
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Окончание таблицы 1.5 
 
Номер 
задания H  M 






















dtetxx t  



















1,0: ttxx  
6.7 2l  { }031 == xx  
6.8 2l  { }021 =+ xx  
6.9 2l  { }21 xx =  
6.10 2l  { }Nnx n ∈= ,02  
6.11 2l  { }Nnx n ∈=− ,012  
6.12 2l  { }...31 == xx  
6.13 2l      { }...42 == xx  











Образец решения и оформления задачи 6.14 
Рассмотрим функцию ( ) tta =  в пространстве L2[0,1]. Тогда 
{ } { }⊥=⊥= KaaxxM : , где { }KaKa ∈λλ= :  – одномерное подпро-
странство, порожденное вектором a. Следовательно, 








варианта Номера заданий 
1 1.11 2.11 3.11 4.11 5.11 6.11 
2 1.12 2.12 3.12 4.12 5.12 6.12 
3 1.13 2.13 3.13 4.13 5.13 6.13 
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Окончание таблицы 1.6 
 
Номер 
варианта Номера заданий 
4 1.4 2.4 3.4 4.4 5.4 6.4 
5 1.5 2.5 3.5 4.5 5.5 6.5 
6 1.6 2.6 3.6 4.6 5.6 6.6 
7 1.7 2.7 3.7 4.7 5.7 6.7 
8 1.8 2.8 3.8 4.8 5.8 6.8 
9 1.9 2.9 3.9 4.9 5.9 6.9 
10 1.10 2.10 3.10 4.10 5.10 6.10 
11 1.11 2.11 3.11 4.11 5.11 6.11 
12 1.12 2.12 3.12 4.12 5.12 6.12 
13 1.13 2.13 3.13 4.13 5.13 6.13 
14 1.12 2.1 3.3 4.5 5.4 6.7 
15 1.1 2.9 3.12 4.2 5.7 6.3 
16 1.2 2.8 3.1 4.11 5.10 6.4 
17 1.3 2.13 3.2 4.6 5.9 6.5 
18 1.4 2.12 3.11 4.13 5.8 6.3 
19 1.5 2.11 3.10 4.9 5.6 6.2 
20 1.6 2.10 3.9 4.8 5.5 6.10 
21 1.7 2.6 3.8 4.4 5.3 6.13 
22 1.8 2.5 3.7 4.1 5.2 6.9 
23 1.9 2.7 3.6 4.3 5.1 6.8 
24 1.10 2.4 3.5 4.2 5.11 6.1 





Сопряженные операторы  
в гильбертовом пространстве 
 
Основные понятия и теоремы  
 
Пусть Н – гильбертово пространство со скалярным произведением 
(х, у), и HHA →:  – линейный ограниченный оператор в Н. Тогда 
существует единственный оператор ,: HHA →∗  удовлетворяющий 
при всех х, у из Н соотношению ( ) ( )yAxyAx ∗= ,, . 
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Определение 1. Оператор ∗A называется сопряженным операто-
ром к оператору A  в гильбертовом пространстве Н. 
Определение 2. Ограниченный оператор A в гильбертовом про-
странстве Н называется самосопряженным, если ∗= AA , т. е. для 
произвольных х, у из Н выполняется равенство (Ах, у) = (х, Ау). 
Отметим следующие свойства операции сопряжения: 
1) AA =∗∗ ; 
2) ( ) ∗∗∗ +=+ BABA ; 
3) ( ) ∗∗ λ=λ AA ; 
4) ( ) ∗∗∗ = ABAB ; 
5) ∗= AA . 
Определение 3. Ограниченный оператор N  в Н  называется нор-
мальным, если NNNN ∗∗ = . Если же для ограниченного оператора U  






1.  В пространстве C3 со скалярным произведением 
332211),( yxyxyxyx ++= найдите сопряженный оператор 
∗A для опера-
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Окончание таблицы 2.1 
 
Номер 





































































































































Образец решения и оформления задачи 1.14 
Если сопряженному оператору соответствует матрица 
( ) 3 1,, =∗ = jkjkbM , то при всех х, у из С3 выполняется равенство                  
(Мх,у) = (х,М*у). Вычисляя обе части этого равенства и приравнивая 
коэффициенты при jk yx , получаем 01211 == bb ; ib −=13 ; 02221 == bb ; 
123 =b ; ib =31 ; 132 =b ; 033 =b . Таким образом, MM =
∗ , т. е. оператор 
A  самосопряженный. 
 
2.  Вычислите сопряженный к оператору A  в пространстве L2[0,1]. 
При каких ∈α С оператор А является: 1) самосопряженным; 2) уни-







( )( )tAx  Номер задания ( )( )tAx  
2.1 ( )txt ⋅α sin  2.8 ( )txt ⋅α 3  
2.2 ( )txit ⋅α  2.9 ( )txt ⋅αcos  
2.3 ( )txe it ⋅α  2.10 ( )txte ⋅α  
 17 





( )( )tAx  Номер задания ( )( )tAx  
2.4 ( )txte i ⋅απ  2.11 ( )txt ⋅αsin  
2.5 ( )txt ⋅α 2  2.12 ( )txt ⋅αcos  
2.6 ( )txt ⋅α3  2.13 ( )txt ⋅α2  
2.7 ( )txt ⋅αsin  2.14 ( )txe t ⋅α  
 
Образец решения и оформления задачи 2.14 
Если мы положим для краткости ( )( ) ( )tztyA =∗  (y∈L2[0,1]), то ра-
венство ( ) ( )yAxyAx ∗= ,, , справедливое для всех ∈yx, L2[0,1], приоб-
ретает вид  





.dttztxdttytxe t  
Произведя в левой части замену переменной по формуле ts = ,          
получаем 






2 dsszsxdssysesx s  
что выполняется тождественно по ∈yx, L2[0,1], если ( ) ( ).2 22 sysesz sα=  
Таким образом, ( )( ) ( )222 tytetyA tα∗ = .  
Далее при всех y∈L2[0,1] имеем 
( )( ) ( )( ) ( )tyettyetetyAA itt ααα∗ == Re22 . 
С другой стороны, ( )( ) ( )( ) ( )tytetyetetAyA ttt ααα∗ == Re222 22 , откуда следу-
ет, что оператор A  не будет нормальным ни при каком ∈α С.  
 
3.  Найдите сопряженный для оператора A :l2→ l2 и выясните, явля-
ется ли A  самосопряженным (таблица 2.3). 








задания Ax  
3.1 ( ),..., 32 xx  3.8 ( ),...0,, 32 xx  
3.2 ( ),...,,0 21 xx  3.9 ( ),...0,,0,,0, 321 xxx  
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задания Ax  




































xx  3.12 ( ),...0,,0,0 2x  










32 xx  3.14 ( ),...0,,0,0, 21 xx  
 
Образец решения и оформления задачи 3.14 
Пусть ( )..., 21 xxx = ; ( )..., 21 yyy =  принадлежат l2. По определению 
скалярного произведения в l2 имеем ( ) kk k yxyx ∑
∞
=
= 1, .  
Поэтому соотношение ( ) ( )yAxyAx ∗= ,,  перепишется в виде 
...,22114211 ++=+ zxzxyxyx  где положено ( ),..., 21 zzzyA ==∗ . Прирав-
нивая коэффициенты при xi, получим ,11 yz = .,...0, 342 == zyz  Поэто-
му ( ),...0,, 41 yyyA =∗ .  
Очевидно, что ∗≠ AA , т. е. оператор A  не является самосопря-
женным. 
 
4.  Если это возможно, укажите пример самосопряженного операто-
ра A  в гильбертовом пространстве, дискретный спектр которого сов-
падает с данным множеством CS ⊂  (таблица 2.4). 
 
Таблица 2.4 













 = ,...2,1:1 n
n
 4.8 { }π≤ϕ≤ϕ 0:ie  
4.2 { }i,0  4.9 { },...2,1:2 =nn  
4.3 { },...2,1:2 =− kk  4.10 ( ){ },...2,1:cos =nin  
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 = ,...2,1: n
n
i  4.11 ( ){ },...2,1:sin =nin  
4.5 { }10,...,1: =nin  4.12 [0;+∞) 
4.6 { }3,2,1,0  4.13 { }1,0,1−  
4.7 { }1: =λ∈λ C  4.14 { }5,1,0  
 
Образец решения и оформления задачи 4.14  
Возьмем ограниченную последовательность ⊂α )( n  С и рассмотрим 
соответствующий ей диагональный оператор A  в пространстве 
( ),...,: 22112 xxAxl αα= . 
Он будет самосопряженным тогда и только тогда, когда все iα  ве-
щественны (проверьте). Как известно (см. лабораторную работу 
«Спектр оператора»), его дискретный спектр есть ( ) { },..., 21 αα=σ Ap . 
Поэтому в качестве искомого можно взять оператор ( ),...5,,0 32 xxAx = . 
 
5. Найдите сопряженный для интегрального оператора 
( )( ) ( ) ( )∫=
1
0
, dssxstKtAx , 
действующего в пространстве L2[0, 1], и выясните, является ли он са-







( )stK ,  Номер задания ( )stK ,  
5.1 ( )stei +sin  5.8 sit 22  
5.2 ( )ste +2  5.9 22st  
5.3 22 st +  5.10 ste  
5.4 ( )222 st +  5.11 ( )st +cos  
5.5 ( )stie +  5.12 2ts  
5.6 ( )sti +  5.13 ts  












Образец решения и оформления задачи 5.14 
Используя теорему Фубини, получаем 






















Поэтому ( )( ) ( )∫=∗
1
s
dttysyA . Очевидно, .* AA ≠  
 
6.  Докажите следующие утверждения для операторов в комплекс-
ном гильбертовом пространстве Н. 
6.1. Свойство 1 операции сопряжения; 
6.2. Свойство 2 операции сопряжения; 
6.3. Свойство 3 операции сопряжения; 
6.4. Свойство 4 операции сопряжения; 
6.5. Дискретный спектр самосопряженного оператора вещественен; 
6.6. Собственные векторы самосопряженного оператора, отвечаю-
щие различным собственным значениям, ортогональны; 
6.7. Ортогональное дополнение A-инвариантного подпространства 
пространства Н также А-инвариантно, если оператор А самосопряжен; 
6.8. Оператор A - iI обратим, если А самосопряжен; 
6.9. Если оператор А самосопряжен, то ( ) 0,2 ≥xxA  при всех х из Н; 
6.10. Если оператор А обратим, то ( ) ( ) 11 −∗∗− = AA ; 
6.11. Если операторы А1 и А2 перестановочны, то перестановочны и 
сопряженные к ним операторы; 
6.12. Если оператор U  унитарен, то xUx =  при всех х; 
6.13. Если оператор самосопряжен и обратим, то обратный ему 
оператор также самосопряжен;  
6.14. Каждый оператор А единственным образом можно предста-
вить в виде A = B + iC, где операторы В и С самосопряжены. 
 
Образец решения и оформления задачи 6.14 
Из свойств операции сопряжения сразу следует, что операторы 
)(
2




C −=  самосопряжены, и непосредственно 
проверяется, что iCBA += . Если, к тому же, iFEA += , где операто-
ры FE,  также самосопряжены, то iFEiFEA −=−= ∗∗∗ . Поэтому           
EAA 2=+ ∗ , откуда .)(
2
1 * BAAE =+=  Аналогично, CF = , что и дока-
зывает единственность представления (варианты заданий смотрите          
в таблице 1.6). 
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Основные понятия и теоремы  
 
Определение 1. Интегральным уравнением Фредгольма 2-го рода 
называется уравнение 
( ) ( ) ( ) ( )∫ +=
b
a
tfdssxtsKtx , . (3.1) 
Здесь ( )tx  – неизвестная функция, K(s,t), ( )tf  – известные функции, 
называемые ядром и свободным членом уравнения соответственно, 
, ∈a b  R.  
Будем рассматривать уравнение (3.1) в комплексных простран-
ствах L2[a,b] или C[a,b]. При этом предполагается, что f ∈  L2[a,b], 
]),[],([2 babaLK ×∈ (соответственно ∈f C[a,b], ])).,[],([ babaCK ×∈  
Определение 2. Ядро уравнения (3.1) называется вырожденным, 
если оно имеет вид  







, , (3.2) 
где функции ( )sp j , ( )tg j  непрерывны и линейно независимы.  
Если ядро уравнения (3.1) вырожденное, то, подставив (3.2) в (3.1), 
получаем 







jj tftqatx  (3.3) 
где 
( ) ( )∫=
b
a
jj dssxspa .  (3.4) 
Для нахождения неизвестных ja  подставляют выражение (3.3) для 
х в (3.1) или (3.4). При этом возникает система n линейных алгебраи-
ческих уравнений с n неизвестными.  
Важнейшие свойства уравнения (3.1) описываются тремя теорема-
ми Фредгольма (теоремы 1–3 ниже). Для их формулировки запишем 
однородное, сопряженное и сопряженное однородное уравнения, 
соответствующие уравнению (3.1): 
( ) ( ) ( )∫=
b
a
dssxtsKtx 00 ,  (3.10) 
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( ) ( ) ( ) ( )tgdssutsKtu
b
a
+= ∫ ,  (3.1′) 
( ) ( ) ( )∫=
b
a
dssutsKtu 00 , . (3.1′0) 
Следующие теоремы справедливы как в пространстве L2[a,b],    
так и в пространстве C[a,b] (при указанных выше ограничениях             
на K и f).  
Теорема 1. (альтернатива Фредгольма). Уравнение (3.1) разрешимо 
для любого f тогда и только тогда, когда уравнение (3.10) имеет 
только нулевое решение. При этом решение уравнения (3.1) един-
ственно. 
Теорема 2. Однородные уравнения (3.10) и (3.1′0) имеют одно и то 
же, и притом конечное, число линейно независимых решений. 
Теорема 3. Уравнение (3.10) разрешимо при тех и только тех f, 
которые ортогональны любому решению сопряженного однородного 




Ясно, что функции 0u  в теореме 3 достаточно брать из (конечной 
по теореме 2) фундаментальной системы линейно независимых реше-





Будем рассматривать интегральное уравнение 
( ) ( ) ( ) ( )∫ +µ=
b
a
tfdssxtsKtx , .  (3.5) 
1.  Решите уравнение (3.5) при 1=µ , функциях ( ),K t s , ( )f t  и зна-





задания a b ( )stK ,  ( )tf  
1.1 0 1 tsst 2−+  2tt +  
1.2 0 π ( )st 2sin −  t2cos  
1.3 0 1 5ts 23 +t  
1.4 1 1 223 stt −  42 tt +  
1.5 0 π ( )st +cos  tsin  
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Окончание таблицы 3.1 
 
Номер 
задания a b ( )stK ,  ( )tf  
1.6 0 π tss cossin +  t
2
1 π−  
1.7 0 π ( )st +
π
cos2  tsin1+  
1.8 0 π ( )ts 2sin −  t2cos  
1.9 0 π ( )ts +cos  tsin21+  
1.10 0 
2
π  ts cossin ⋅  tsin  
1.11 0 1 ste +  1 
1.12 0 1 ste −2  1 
1.13 -1 1 2253 tssts −+  t3  




5 22  t  
      
Образец решения и оформления задачи 1.14  
Нам нужно решить уравнение с вырожденным ядром 













 +−= tdssxsttstx   (3.6) 
или 











5 tdssxstdssxsttx  (3.7) 
Если мы положим 









1 ,3, dssxsadssxsa   (3.8) 
то в силу (3.7) искомое решение имеет вид 












1 .  (3.9) 







































































15 aaa С. 














 +−+=  
Наконец, полагая  ,
2
5
1 ca =  окончательно имеем 
( ) ( ) ,1
4
32 tccttx −+=  
где с – произвольная постоянная. 
 
2.  Не решая уравнения (3.5), определите, при каких ],[2 baLf ∈  оно 
имеет решение в пространстве ],[2 baL L2. В этой задаче мы полагаем 
1=µ  (таблица 3.2). 




задания a b ( )stK ,  
Номер 
задания a b ( )stK ,  
2.1 0 π  ( )st +
π
cos2  2.8 -π  π  itse  
2.2 -2 2 ti
4
 2.9 -1 1 ( )tsti −2  
2.3 0 
2
π  t2sin4  2.10 0 1 ist −  
2.4 0 1 242 tst −  2.11 -1 1 sitt 34 5+  
2.5 -1 1 22tsst +  2.12 -1 1 2tsis +  
2.6 0 π2  ( )st 2sin −  2.13 0 π  ( )st +3sin  




Образец решения и оформления задачи 2.14 
Данное уравнение имеет вид  
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sin1 tfdssxtstx . (3.10) 
В силу одной из теорем Фредгольма (см. теорему 3 выше) оно име-
ет решение для тех и только тех f, которые ортогональны всем реше-
ниям сопряженного однородного уравнения 







sin1 tfdssusttu . (3.10′0) 
Это уравнение с вырожденным ядром. Решая его, как выше (см. 
решение задачи 1.14), получаем 
( ) ( ) ∈+= cttctu ,cossin С. 
Таким образом, уравнение (3.10) разрешимо при тех и только  






.0cossin dttttf  
 
3.  При каких значениях параметра ∈µ С уравнение (3.5) разрешимо 
в пространстве C[a,b] при любой функции f из C[a,b] (таблица 3.3)? 
      
     Таблица 3.3 
 
Номер 
задания a b ( )stK ,  
Номер 
задания a b ( )stK ,  
3.1 -2 2 t  3.8 0 1 sts 22 −  
3.2 0 
2
π  st cossin ⋅  3.9 0 1 ts 2  
3.3 -1 1 tst 24 2 −  3.10 0 1 ste 2+  
3.4 -1 1 tss +2  3.11 0 1 sts +3  
3.5 -1 1 332 ts +  3.12 0 1 ts 22  
3.6 -1 1 st  3.13 -1 1 ( )st −1  
3.7 0 π  ( )st +cos  3.14 0 π2  ( )stie −  
 
Образец решения и оформления задачи 3.14  
Воспользуемся теоремой 1. Уравнение (3.10) в нашем случае есть 

















isit  (3.11) 
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Если мы положим 






is        (3.12) 
то из (3.11) следует, что .)(0






.2 adseaea isis  
Таким образом, а удовлетворяет уравнению .0)21( =πµ−a  Послед-
нее уравнение, а вместе с ним и уравнение (3.11), имеет только нуле-





Итак, данное уравнение разрешимо при всех ],[ baCf ∈  тогда и 






4.  Для каждого µ∈ С решите уравнение (3.5) в пространстве                 
L2[-1,1] (a= -1, b= 1), если ( ) ( )tskstK −=, , где ( )tk  – 2l-периодическая 
функция, совпадающая на отрезке [-1,1] с функцией, указанной                





задания l  ( )tk  ( )tf  
4.1 π  t  tsgn  
4.2 π  22 t−π  te  
4.3 
2
π  xπcos  1 
4.4 π  tt sin  0 
4.5 
2
π  tsin  t  
4.6 π  tcos  - t  
4.7 
2
π  t2sin  ite2  
4.8 π  te2  tsin  
4.9 π  te−  t2cos  
4.10 π  tie  t2sin  
4.11 1 t  ite π2  
4.12 
2
π  tt cos  π  
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Окончание таблицы 3.4 
 
Номер 
задания l  ( )tk  ( )tf  
4.13 π  tπsin  tcos  
4.14 π                         2t  tch  
 
Образец решения и оформления задачи 4.14 
Ядро ( ) ( )tsktsK −=,  уравнения (3.5) не является вырожденным,  
но мы сможем применить для его решения тот же прием, что и для 
уравнения с вырожденным ядром, если разложим функцию ( )tsK ,                       
в ряд Фурье по ортогональному базису ( ){ }Znme ntmsi ∈+ ,:  пространства       
L2([-π,π]×[-π,π]). Как известно, разложение функции ( )sk  из L2[-π,π]           
по тригонометрической системе { }Zneins ∈:  имеет вид 


















































,  (3.13) 
(знак ∑ '  здесь означает, что суммирование не распространяется на 
значение n = 0). 
Найдем также разложение Фурье свободного члена f. Коэффициен-




































1shch . (3.14) 
Подставляя (3.13) и (3.14) в (3.5), имеем (обоснуйте законность 
почленного интегрирования ряда) 







































− ∈= Zn,dsesxa insn , (3.15) 
получим, что ( )tx  имеет вид 
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Для нахождения an можно подставить это в (3.15), но мы поступим 
по-другому. Заметим, что числа π2/na  есть коэффициенты Фурье 









В силу единственности разложения в ряд по ортогональному бази-






















0a  (3.18) 
и 












































 ( ∈n Z\{ }0 ). (3.19) 
Возможны два случая. 

















при всех ,0≠n т. е. 

























В этом случае каждое из уравнений (3.18) и (3.19) имеет един-
ственное решение: 
( )














=  (3.20) 
соответственно. Следовательно, при таких µ  уравнение (3.5) имеет 
единственное решение (3.17), где коэффициенты an определяются           
из (3.20). 

























В этом случае уравнение (3.18) или (3.19), а вместе с ним и уравне-
ние (3.5), не имеет решения.  
Варианты заданий смотрите в таблице 1.6 (задачи 1–4). 
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Тема 4       
Преобразование Фурье 
    
Основные понятия и теоремы 
 
Определение 1. Преобразованием Фурье функции f из L1(R) назы-
вается функция ( )λf

, определяемая равенством 








:  называется преобразованием Фурье.  
Введя обозначения 
( )( ) ( )∫
∞
∞−
λ=λ ,cos xdxxffFc  (4.2) 
( )( ) ( )∫
∞
∞−
λ=λ ,sin xdxxffFs  (4.3) 
формулу (4.1) можно переписать в виде 
( ) ( ) ( )fiFfFfF sc += . 
Преобразования (4.2) и (4.3) называются соответственно косинус-  
и синус-преобразованиями Фурье. Ясно, что ( ) ( )fFfF c= , если                        
f – четная функция, и ( ) ( )fiFfF s= , если f – нечетная функция. 
Оператор F  инъективен, и при некоторых условиях имеет место 
следующая формула обращения, задающая обратный оператор 1−F : 










(интеграл понимается в смысле главного значения). Вот одно из точ-
ных утверждений этого сорта. 
Теорема 1. Если f и f

принадлежат L1(R), то для п.в. х из R имеет 
место равенство (4.4). 
То же справедливо с заменой L1(R) на L2(R) (см. теорему 4 ниже).  
Для нахождения прямого и обратного преобразований Фурье приме-
няют также специальные таблицы. Заметим, что при использовании раз-
личных источников требуется определенная осторожность, поскольку 
определение преобразования Фурье в них может отличаться от нашего 
числовым множителем перед интегралом или в показателе экспоненты. 
Определение 2. Сверткой функций f и g называется функция (если 
интеграл существует) 






Теорема 2. Пространство L1(R) со сверткой в качестве умноже-
ния является коммутативной алгеброй. 
Теорема 3. (О свертке). При f, g из L1(R) имеет место формула 
( ) ( ) ( )gFfFgfF =∗ . 
Следующая теорема содержит в себе, в частности, определение 
преобразования Фурье для функций из L2(R) (определение 1 для этой 
цели не годится, так как L2(R) не содержится в L1(R)). 
Теорема 4. (Планшерель). Для всякой функции f из L2(R) функция 








при любом натуральном n принадлежит пространству L2(R). После-
довательность ( nf

) сходится в метрике L2(R) к некоторой функции 
∈f

L2(R), называемой преобразованием Фурье функции f . Возника-
ющее при этом отображение ffF

:  является линейным ограни-
ченным биективным оператором, действующим в пространстве 









1.  Пользуясь определением, найдите преобразование Фурье функ-
ции f из L1(R) (здесь и далее Aχ  – индикатор (характеристическая 
функция) множества ⊂A R) (таблица 4.1). 
      
     Таблица 4.1 
 
Номер 
задания ( )xf  
Номер 
задания ( )xf  
1.1 xe 2−  1.8 [ ] ( )xeix 1,0χ  
1.2 ( )xe Rx +χ
−  1.9 [ ] ( )xx 2,03χ  
1.3 [ ] ( )xex 1,1−χ  1.10 [ ] ( )xx 1,12 −χ  




 1.12 [ ] ( )xx 1,02sin χ  
1.6 [ ]1,1 ( )cosx x−χ  1.13 [ ] ( )xx 1,12cos −χ  






Образец решения и оформления задачи 1.14  















Дифференцируя по параметру, а затем, интегрируя по частям,         
получаем 


























т. е. y удовлетворяет дифференциальному уравнению 0' =λ+ yy .      
Общее решение этого уравнения есть 2
2λ
−
= Cey , а постоянную С нахо-
дим из начального условия  








 (интеграл Эйлера-Пуассона). 






2.  Считая известным преобразование Фурье f

 функции f  из 





задания ( )xg  
Номер 
задания ( )xg  
2.1 ( )xf 3−  2.8 ( )1+xf  
2.2 ( )axf −  2.9 ( )xfx ⋅2sin  
2.3 ( )xf −  2.10 ( )xfx ⋅2cos  
2.4 ( )xf 2  2.11 ( )xf −1  
2.5 ( )xfx ⋅sin  2.12 ( ) ( )11 ++− xfxf  
2.6 ( )xfx ⋅cos  2.13 ( )xf −  
2.7 ( ) ( )xfxf −−  2.14 ( )xfRe  
 
Образец решения и оформления задачи 2.14  
Поскольку ( ) ( ) ( ),Re xfxfxf +=  то 









3.  Решите следующие функциональные уравнения в пространстве 
L1(R): 
3.1. ( ) ( ) ( ) [ ]( )xxfxfxf 3,021 χ=−+−+ ; 
3.2. ( ) ( ) [ ]( )xexfxf ix πχ=π−+ 4,02 ; 















 + ; 
3.4. ( ) ( ) ( ) [ ]( )xxfxfxf 6,0531 χ=+++++ ; 
3.5. ( ) ( ) [ ]( )xxfxf 2,2422 −χ=−+− ; 
3.6. ( ) ( ) [ ]( )xexfxf ix ππ−− χ=−+−π ,2 ; 
3.7. ( ) ( ) [ ]( )xxfxf 2,021 χ=++ ; 
3.8. ( ) ( ) [ ]( )xxfxf 2,021 χ=−+− ; 
3.9. ( ) ( ) [ ]( ) [ ] ( )( )xxexfxf ix 3,11,3211 χ−χ=−−+ −−π− ; 
3.10. ( ) ( ) [ ]( )xexfxf ix ππ−χ=π−+π+ 4,4222 ; 
3.11. ( ) ( ) [ ]( ) [ ] ( ) [ ] ( )xxxxfxf 2,11,00,1 21 χ+χ+χ=++ − ; 
3.12. ( ) ( ) ( ) [ ]( )xxfxfxf 2,111 −χ=+++− ; 
3.13. ( ) ( ) [ ]( ) [ ] ( )( )xxexfxf ix πππ− χ+χ=π−+π+ 2,0,2 ; 
3.14. ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]( )xexfxfxfxf ix 4,024321 χ=−+−+−+− π . 
 
Образец решения и оформления задачи 3.14  
Если положить ( ) ( )xgxf =−1 , то уравнение принимает вид 
( ) ( ) ( ) ( ) [ ]( ).321 4,02 xexgxgxgxg ixχ=−+−+−+ π
                   
 (4.5) 
Поскольку 







ba  (4.6) 
 
( )( )( )( ) ( ),axeF aix −λϕ=λϕ   (4.7) 
то, переходя в (4.5) к преобразованию Фурье, имеем 
( )( )
( )

























































Снова воспользовавшись формулами (4.6) и (4.7), получаем отсю-
да, что  
( )( ) [ ]( )( )( ).1,02 λχ=λ π xeFgF ix  
Поэтому ( ) [ ]( ).1,02 xexg ixχ= π  Полагая в этом равенстве tx −=1 , име-
ем окончательно  
( ) [ ]( ).1,02 tetf itχ= π−  
 
4. Вычислите свертку [ ],1,1−χ∗f
 
если функция f(x) имеет вид, ука-





задания ( )xf  
Номер 




 4.8 xe−  
4.2 2xxe−  4.9 12 +x  







 4.11 xe x cos−  
4.5 x3sin  4.12 ( )xe Rx −χ +  











 4.14 ( )xe Rx +χ
−  
 
Образец решения и оформления задачи 4.14  
 
По определению 
[ ] ( ) ( ) [ ] ( )
( ) ( )













x x x R
f f x f x y y dy e x y dy











= ∗χ = − χ = χ − =





Для вычисления последнего интеграла рассмотрим три случая. 
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1) .1−<x  Тогда ∅=+− +Rxx ]1,1[ , поэтому ( )[ 1,1] 0;f x−∗χ =  








t xf x e dt e
+
− − −
−∗χ = = −∫  
3) .1≥x  Тогда .]1,1[ .+⊂+− Rxx  Следовательно, 







































5.  Решите интегральное уравнение в пространстве L1(R) 
( ) ( ) ( )∫
∞
∞−





задания ( )tf  ( )tK  
Номер 
задания ( )tf  ( )tK  
5.1 2te−  

































5.4 22tte−  
24tte−  5.11 
22tte−  
23tte−  




























5.7 ( )te t +− 1  te−  5.14 te t 2sh2−  2tte−  
 
Образец решения и оформления задачи 5.14  
Применяя к обеим частям данного уравнения преобразование 
Фурье, в силу теоремы о свертке, имеем 










,  не прибегая к помощи таблиц, а пользуясь 
лишь формулой  








где ( )0>a , которая выводится при помощи того же приема,                      
что и в задаче 1.14. Поскольку ( ) ( ) ( )λλ=λ gig ^' , ( )'
2
1 22 tt ete −− −= , 
то 












( ) ( ) ( ).
22
12sh
2222 )1()1(22 +−−−−−− −=−== tttttt eeeeeetetf  
Поскольку 
( )( )( ) ( )( ) ,− λ− λ = λi aF g x a e F g  
то 






















































Неизвестная функция х теперь может быть найдена по формуле 
(4.6), из которой при 1−=a , 1=b  следует, что [ ]( )( )λχ=λ
λ
− 1,1
sin2 F . 
Окончательно получаем, что  
( ) ( ).]1,1[ tetx −χ=  
 
6.  Верно ли, что преобразование Фурье F есть линейный оператор, 





задания X  Y  
6.1 ( )RL1  ( ) ( ) ( ){ }0:0 =∞∈= fRCfRC  
6.2 ( )RL1  ( )RL1  
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Окончание таблицы 4.5 
 
Номер 
задания X  Y  
6.3 ( ) ( )RLRL 21   ( )RL2  
6.4 ( )RL2  ( )RC0  
6.5 ( )RL1  ( )RBC  
6.6 ( )RL1  
( )RUC  – пространство равномерно 
непрерывных функций 
6.7 ( ) ( ){ }0: 1 ≥∀∈α aRLexff x  ( ) ( )CORBC   
6.8 ( ) ( ) ( ){ }RLxxfRLf 11 : ∈∈  ( )RC1  
6.9 ( ) ( ) ( ){ }RLxfRLf 11 ": ∈∈  ( )RL1  
6.10 ( )RL2  ( )RL1  
6.11 ( )RD  ( )RO  
6.12 ( ) ( )RLRL 21   ( ) ( )RLRL 21   
6.13 ( )RL1  ( )RL2  
6.14 ( ) ( ) ( ){ }RLexfRLf x 11 : ∈∈  { }( )1Im: <zzO  
 
O(D) – пространство функций, аналитических в области D⊂C. 
 
Образец решения и оформления задачи 6.14 
В доказательстве нуждается лишь утверждение, что 
( ) .XfYfF ∈∀∈  Докажем это. Функция ( )λf

 ( )R∈λ  формулой 






продолжается в полосу { }1Im: <zz | z-плоскости )( τ+λ= iz , поскольку 
в этой полосе интеграл (4.8) абсолютно сходится. Осталось доказать 
дифференцируемость функции ( )zf

 в каждой точке 0z  этой полосы.             
В соответствии с теоремой о дифференцировании несобственного инте-
грала, зависящего от параметра (см., например, [6]; для интеграла Лебега 
эта теорема также справедлива), достаточно показать, что интеграл 
( ) ( )∫
∞
∞−
− − dxixexf izx  
от производной по параметру подынтегральной функции в (4.8) схо-
дится равномерно (по параметру z ) в некоторой окрестности точки 
0z . Действительно, если 1<q  таково, что qz <0Im , то в полуплоско-
сти { }q<τ , содержащей 0z , имеем оценку 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,1 xqxxxxxizx exexfexexfexxfixexf −−−ττ− ≤==−  
причем последняя функция интегрируема. Осталось применить мажо-
рантный признак (признак Вейерштрасса) равномерной сходимости 
несобственных интегралов, зависящих от параметра. 
Варианты заданий указаны в таблице 1.6. 
 
 
Дополнительные задачи и упражнения  
 
1.  Докажите, что в пространстве тригонометрических полиномов 










1lim,  определяет скалярное произве-
дение. 
2.  Проверьте, что континуум функций xie λ ( )R∈λ  образует ортого-
нальный базис этого пространства. 
3.  Вычислите углы треугольника с вершинами ( ) 10 =tx ; ( ) ;1 ttx =  
( ) 02 =tx  в пространстве L2[-1,1].  
4.  Проверьте, что последовательность векторов 
( ) Zkne ksntink ∈=ϕ
+π ,,2, образует ортогональный базис пространства 
L2([0,1]×[0,1]). 
5.  Найдите ортогональное дополнение в L2[-1,1] подпространства  
четных функций. 
6.  Докажите, что при любых Hzyx ∈,, справедливо неравенство  
Птолемея .txzytzyxtyzx −⋅−+−⋅−≤−⋅−  
Докажите следующие утверждения для ограниченных оператo- 
ров в гильбертовом пространстве Н. 
7.  Если оператор А самосопряжен, то ( ){ }1:,sup == xxAxA . 
8. Следующие операторы унитарны в пространстве L2(R): 
8.1 оператор сдвига ( )( ) ( )xtxtxTh −= ;  
8.2 преобразование Фурье ( )( ) ( ) dtetxFx ti
R
λπ−∫=λ 2 . 
9. Оператор Р в Н, обладающий свойством Р2 = Р* = Р, является 
ортопроектором. 
10. .
2AAAAA == ∗∗  
11. Может ли дискретный спектр самосопряженного оператора 





Некоторые из основных банаховых  












R действительное число 1 x  ( ) xyyx =,  
C комплексное число 1 x  ( ) yxyx =,  









































C[a,b] ( )tx  – непрерывная 
на [a,b] функция ∞ ( )txbta ≤≤max  – 
C(1)[a,b] 
( )tx  – непрерывно 
дифференцируемая 





































ii yxyx  






















( ),..., 21 xx  – огранич. 
последовательность ∞ i
xsup  – 
c 
( ),,..., 21 xx  
∞<∃
∞→ nn
xlim  ∞ ixsup  – 
c0 
( ),..., 21 xx , 
0lim =∃
∞→ nn
x  ∞ ixsup  – 
Lp[a,b] 
x(t) – измеримая 
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